Roéwnania reakcji-dyfuzji w biologii

Grzegorz Karch

Uniwersytet Wroctawski

SESJA NAUKOWA W 100. ROCZNICE URODZIN
PROF. JACKA SZARSKIEGO



Uktad réwnan rézniczkowych

d d
—u = au+ bv, —v =cu+dv
dt

dt

Warunek poczatkowy
u(0) = wp, v(0) = v

Ustalone wspétczynniki a, b, c,d € R



Stabilnos¢ rozwigzan

d d
Eu-au—i—bv7 av-cu—&—dv

Twierdzenie
Zatézmy, ze

Det—‘(i Z)'—adbc>0 oraz Tr=a+d<0.

Woéweczas rozwiazanie (u, v) = (0,0) jest asymtotycznie stabilne.



Niestabilnos¢ Turinga (1952)

Uktad réwnan reakgji-dyfuzji

0 0
au-vAu—&—au—i—bv, av_DAv—i—cu—i—dv

w obszarze ograniczonym
QcR"

z warunkami brzegowymi Neumanna

0 0
%u—av na brzegu Q



Niestabilnos¢ Turinga (1952)

0 0
au-’yAu—&—au—i—bv, av—DAv—l—cu—i—dv

Twierdzenie (Alan Turing (1952))

Zatézmy, ze

Det—‘(i Z)‘—ad—bc>0 oraz Tr=a+d<0

oraz, dodatkowo,
a>0 oraz d<0.

Jezeli wspdtczynnik dyfuzji v > 0 jest dostatecznie maty, to rozwigzanie
(u,v) =(0,0) jest niestabilne.



Niestabilnos¢ Turinga (1952)

Dowdéd Twierdzenia Turinga
Znajdujemy rozwigzanie ukfadu reakgji-dyfuzji

0 0
au-vAu—&—au—i—bv, av_DAv—i—cu—i—dv
w postaci
< u(x,t) ) Y ( crpk(x) )
v(x,t) cpk(x)
gdzie

- 1, ¢ to state

- pk(x) to funkcja wtasna —A z warunkiem brzegowym Neumanna
(np. wk(x) = cos(kmx) gdy Q = (0,1).



Linearyzacja

Ogblny uktad réwnan reakcji-dyfuzji
gu— Au—+f(u,v) gv—DAv—&— (u, v)
ot~ ’ ot s\

w obszarze ograniczonym Q C R"” z warunkami brzegowymi Neumanna.
Rozwiazanie state (i1, V) € R?:

f(g,v) =0, g(a,v)=0.
Uktad zlinearyzowany

0 0
au-vAu—&—au—i—bv, av-DAv—i—cu—i—dv

a=f,(a,v), b= f,(a,v), c =g, v), d=g,(u,v)



Brusselator (llya Prigogine (1968))

%uzyAu+A—(B+l)u+u2v, %V:DAV+BU—U2V
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Reakcja CIMA (Lengyel & Epstein (1991))

Chlorite-iodide-malonic acid (CIMA)

fuv gv: DAv + bcu — cuv

4 Au+a
u= u - —
v 1+ u? ot 14 u?

ot




Roéwnania reakcji-dyfuzji-ODE

ur = f(u, v), xeQ, t>0,
vi=A,v+g(u,v), xeQ, t>0,

» A, - Laplasjan z warunkami brzegowymi Neumanna,

» Nieliniowosci f,g € C2.

Wspdlne prace z
> Anna Marciniak-Czochra (Uniwersytet w Heidelbergu)
» Kanako Suzuki (Tohoku University i Ibaraki University)
» Szymonem Cyganem (Uniwersytet Wroctawski)



Biologiczne motywacje

av
ut:(u—l—v_dc) u,

ve = — dpv + Pw — dv,

w =DA,w — dgw — vPw + dv + Ko,

growth factor
molecules

cells




State rozwigzania stacjonarne

up = f(u,v),
Vi = AV+g(U, V)
Opv =0 xeod, t>0

Twierdzenie
Zatézmy, ze wektor (&, V) jest statym rozwizwiazaniem powyzszego
uktadu. Jezeli

(4, v) >0,

to (&, V) jest rozwigzaniem niestabilnym.



Rozwiazania stacjonarne (U(x), V/(x))

f(U(x),V(x)) =0, x€Q
A, V—i—g(U(x), V(x)) =0

Regularne rozwigzania stacjonarne

U(x) =k(V(x)) for ke C?



Theorem
Niech (U, V) bedzie regularnym rozwigzaniem stacjonarnym spetniajacym

f.(U(x), V(x)) >0 forall x € Q.

Woéwczas (U, V) jest niestabilne.

Mechanizm Turinga destabilizuje réwniez rozwigzania
niestate !



Przyktad

Q C RN otwarty ograniczony z brzegiem klasy C2

AOU+B()V:0, XEE,
A,v+ Cou+ dyv =0, x € Q,

1 Ay Bo) _
detAodet<Co do>_'uk>0

(v) = (Fel™)

regularne rozwigzanie stacjonarne



Istnienie rozwigzan regularnych
Proposition
Niech (U, V) € R"*! spetnia
f(U,V)=0 and g(U,V)=0.
Zdefiniujmy
Ay = D,f(U, V), Bo=D,f(U,V), Co=Dug(UV), dy=D,g(U,V)
i zatézmy ze

Ay By

1
det A d ——det =
etAg #0 an det Ag e (Co d0> Y > 0,

istnieje ciag liczb rzeczywistych d; — 1 takich ze problem “zaburzony”

f(U,V)=0, x € Q,
’ydszV+(1fdg)V+g(U,V):0, x €Q

ma niestate rozwiazanie regularne.



Niestabilnos¢ (2021)

Q c RN otwarty ograniczony z brzegiem klasy C?

Theorem
Niech (U, V) bedzie regularnym rozwigzaniem stacjonarnym. Jezeli

s(Duf(U(-), V(1)) >0
to (U, V) jest niestabilne.

Theorem

Zatézmy ponadto, ze Q C RN jest wypukta. Niech

(U, V) = (U(x), V(x)) bedzie niestatym regularnym rozwigzaniem
stacjonarnym takim ze

s(Duf(U(), V(1)) <0

oraz
det D, (F(U(x), V(x))) #0 dla wszystkich x € Q.

Wtedy (U, V) jest niestabilne.



Linearyzacja

p: = Ap + B, xeQ, t>0,
vy = App + Cp + dip, x€Q, t>0,

all(x) e aln(x) bl(X)
A=Ax)=| : . |, B=BR=| : |
am(x) ... apm(x) bn(x)

C=C(x)=(alx) ... al(x), d = d(x),

ajj, b,', Ci, de LDO(Q), for i,j S {17 ,n}.



Nieciagte rozwigzania stacjonarne (U(x), V(x))

f(U(x),V(x)) =0, x€Q
A, V—|—g(U(X), V(X)) =0, xeQ



Przyktad - Bistability in pattern formation

u = v — p(u), Vi = YVix +au — B,
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Rozwigzanie nieciggte

Definition
Stabe rozwiazanie jest nazywane nieciggtym jezeli U,V € L*°(Q) oraz U
jest nieciagta funkcja V.

Niech

. kl(V(X)), X € Ql,
Vi) = {kg(V(X)), x €0,

spetnia f(U(x), V(x)) = 0 dla prawie wszystkich x € Q, oraz V = V/(x)
jest stabym rozwigzaniem problemu

AV +g(U,V)=0 for xeQ.



Istnienie rozwigzan nieciggtych

Theorem
Niech N < 3. Zatézmy ze

> istnieje stafe rozwigzanie (U, V) € R"*!
» Zafozenia ... s spetnione,
> Q C Q3 U, dla dowolnych roztacznych zbioréw 7 C Q i Qp C Q.

Dla dostatecznie matego ¢ > 0 i dostatecznie matej |Q2,| > 0 istnieje
sfabe rozwigzanie:

> (U, V) € L¥(Q)" x W2*(Q),
> V = V(x) spetnia A,V +g(U,V)=0 for x¢€Q oraz

- kl(\/(X))7 X € Ql,
Ui = {kz(V(X)L x €0,

» Rozwigzanie (U, V') spetnia

IV =V~ <e and [[U—ki(V)|li@) + U= ka(V)||1=(0,) < Ce



Stabilno$¢ rozwigzan nieciggtych

Theorem
Zatézmy ze rozwigzanie nieciggte spetnia pewne techniczne zatozenia oraz

gv(kl(V),V) <0 and gv(kz(V),V) <0

Wtedy rozwigzanie (U, V) jest stabilne w L>(Q)".



Przyktad - Bistability in pattern formation

u = v — p(u), Vi = YVix +au — B,
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Symulacje - losowy warunek poczatkowy




Symulacje - m-warunek poczatkowy
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